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ÓÄÊ 515.162.8+515.164.15
ÿäû Ïóàíêàðå ãðóïï Êëåéíà,
ìíîãî÷ëåíû Êîêñòåðà, ïðåäñòàâëåíèå
Áóðàó è èíâàðèàíòû Ìèëíîðà
. . Èëüþòà
Àííîòàöèÿ. Ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî îðìóë äëÿ îïðåäåë¼í-
íûõ Á. Êîñòàíòîì ðÿäîâ Ïóàíêàðå ãðóïï Êëåéíà (áèíàðíûõ
ïîëèýäðàëüíûõ ãðóïï) è ìíîãî÷ëåíîâ Êîêñòåðà (õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîíîäðîìèè â ñëó÷àå îñîáåííîñòåé).
Íåêîòîðûå èç íèõ  îáîáùåíèå îðìóëû Ýáåëèíãà, òîæäå-
ñòâî Êðèñòîåëÿ-Äàðáó è êîìáèíàòîðíàÿ îðìóëà  ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäñòâèÿìè èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé î õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîì ìíîãî÷ëåíå ãðàà. Îòíîøåíèÿ ðÿäîâ Ïóàíêàðå è ìíîãî-
÷ëåíîâ Êîêñòåðà ïðåäñòàâëåíû â âèäå âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðî-
áåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ q-àíàëîãàìè öåïíûõ äðîáåé, ïîÿâëÿþ-
ùèõñÿ â òåîðèè ðàçðåøåíèé îñîáåííîñòåé è èñ÷èñëåíèè Êèðáè
(âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè q-àíàëîãîâ ýòèõ òåîðèé 
âîçìîæíî, òàêèå îáîáùåíèÿ ìîãëè áû îñíîâûâàòüñÿ íà ðåçóëü-
òàòàõ À. Á. èâåíòàëÿ î q-ìîíîäðîìèè). Îñòàâøèåñÿ îðìóëû
ñâÿçûâàþò îòíîøåíèÿ íåêîòîðûõ ðÿäîâ Ïóàíêàðå è ìíîãî÷ëå-
íîâ Êîêñòåðà ñ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó è èíâàðèàíòàìè Ìèë-
íîðà ñòðèíã-çàöåïëåíèé  îáîáù¼ííûõ êîñ, â êîòîðûõ íèòÿì
ðàçðåøàåòñÿ íå áûòü ìîíîòîííûìè. åçóëüòàòû Ñ. Ì. óñåéí-
Çàäå, Ô. Äåëüãàäî è À. Êàìïèëüî ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ýòè
àêòû êàê óòâåðæäåíèÿ î ðÿäàõ Ïóàíêàðå êîëåö óíêöèé íà
îñîáåííîñòÿõ êðèâûõ. Èñïîëüçîâàííûå â äîêàçàòåëüñòâàõ ðå-
çóëüòàòû î àêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíà Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ çà-
öåïëåíèÿ è îðìóëû ýòîé ñòàòüè ïîäñêàçûâàþò ãèïîòåçó: îò-
íîøåíèå ðÿäîâ Ïóàíêàðå êîëåö óíêöèé äëÿ áëèçêèõ (ïî ïðè-
ìûêàíèþ èëè ïî ðàñïîëîæåíèþ â ñåðèè) îñîáåííîñòåé êðèâûõ
îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó èëè èíâàðèàíòàìèÌèëíî-
ðà ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì îáú-
åêòîì ïðè ïåðåñòðîéêå óçëà îäíîé îñîáåííîñòè â óçåë äðóãîé.
1. Ââåäåíèå
Â. Ýáåëèíã íàø¼ë îðìóëó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ðÿä Ïóàíêàðå
äëÿ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû Êëåéíà â âèäå îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÔÔÈ-07-01-00593, INTAS-05-7805 è ÍØ-
4719.2006.1.
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Êîêñòåðà åâêëèäîâîé è àèííîé äèàãðàìì Äûíêèíà, îòâå÷àþ-
ùèõ ãðóïïå ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâèþ Ìàêêåÿ (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿ-
åò àèííàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà A˜2m) [7℄. àíåå áûëè èçâåñòíû
ðåçóëüòàòû Ñ. Ì. óñåéí-Çàäå, Ô. Äåëüãàäî è À. Êàìïèëüî, ñâÿ-
çûâàþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìîíîäðîìèè (ìíîãî÷ëåí
Êîêñòåðà) ñ ðÿäîì Ïóàíêàðå êîëüöà óíêöèé íà îñîáåííîñòè [3℄.
Íàø ïîäõîä ê òåìå ñâÿçåé ðÿäîâ Ïóàíêàðå è ìíîãî÷ëåíîâ Êîêñòåðà
îñíîâàí íà àíàëîãèè ìåæäó àëãîðèòìîì Åâêëèäà è ðåêóððåíòíû-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ðÿäîâ Ïóàíêàðå è ìíîãî÷ëåíîâ Êîêñòåðà
èëè, â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå, ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ áëî÷íûõ îïðå-
äåëèòåëåé, èçâåñòíûìè êàê îðìóëà äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó. Äðó-
ãîé ïîäõîä îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû î àêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíà
Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ çàöåïëåíèÿ [14℄, [19℄.
Äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ ñâÿçàííûõ ñ ïîâåðõíîñòüþ Çåéåðòà,
ìàòðèöåé Àëåêñàíäåðà è ìíîãî÷ëåíîì Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ ðåçóëü-
òàòîâ òåîðèè óçëîâ ñâîäÿòñÿ ê ïðèìåíåíèþ îðìóëû äîïîëíåíèÿ
ïî Øóðó (÷àñòî îðìóëà ÿâíî íå èñïîëüçóåòñÿ, íî å¼ ïðèìåíåíèå
ìîæåò óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâî). Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå ýòà îð-
ìóëà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëü áëî÷íîé 2× 2-ìàòðèöû
det (Aij) = det (A11 − A12A
−1
22 A21) detA22.
Â òåîðèè öèêëè÷åñêèõ íàêðûòèé äîïîëíåíèÿ ê óçëó è å¼ îáîáùå-
íèÿõ îðìóëà ïîÿâëÿåòñÿ êàê òîæäåñòâî äëÿ áëî÷íîãî îáîáùåíèÿ
öèðêóëÿíòà èëè ñòàíäàðòíîãî ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëè-
÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè (i → i + 1) mod n [22℄, [25℄, [26℄. Â ðàáîòàõ,
ñâÿçàííûõ ñ àêòîðèçàöèåé ìíîãî÷ëåíà Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ, îð-
ìóëà äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó èñïîëüçóåòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ìàòðèöà
îðìû Çåéåðòà îäíîãî çàöåïëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòüþ ìàòðè-
öû îðìû Çåéåðòà äðóãîãî çàöåïëåíèÿ [14℄, [19℄, [30℄. Â [4℄ ñ
ïîìîùüþ ýòîé îðìóëû ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà
Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îïåðàòî-
ðîâ èç ãðóïïû ìîíîäðîìèè îñîáåííîñòè. Ìû ðàññìàòðèâàåì îð-
ìóëó äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó êàê ïåðâîå "äåëåíèå ñ îñòàòêîì"äëÿ
íåêîòîðîãî îáîáù¼ííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà. Îñîáåííî áëèçêèå ê
àëãîðèòìó Åâêëèäà îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå A11
âçÿòü ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà 1. Ïðèìåíåíÿÿ îðìóëó äîïîëíåíèÿ ïî
Øóðó ê òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ßêîáè, ìîæíî äîêàçàòü èçâåñò-
íûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
(â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàçëîæåíèé îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì
è ñòîëáöàì). Àíàëîãèÿ ìåæäó àëãîðèòìîì Åâêëèäà è òåîðèåé îð-
òîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ èñïîëüçîâàëàñü â [18℄, ãäå, â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàí àíàëîã òîæäåñòâà Êðèñòîåëÿ-Äàðáó äëÿ áåçóòèàíà è
ßÄÛ ÏÓÀÍÊÀÅ ÓÏÏ ÊËÅÉÍÀ 3
âðîíñêèàíà ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ. Â [9℄ èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå òîæ-
äåñòâî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ãðàà. Â ï. 2 ìû äîêà-
æåì òîæäåñòâî Êðèñòîåëÿ-Äàðáó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Êîêñòåðà, à
òàêæå àíàëîãè íåêîòîðûõ äðóãèõ îðìóë äëÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà,
â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ â âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè. Äëÿ
åâêëèäîâîé äèàãðàììû Äûíêèíà An öåïíàÿ äðîáü ðàâíà ÷àñòíîìó
äâóõ ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà. Äëÿ àèííûõ äèàãðàìì
Äûíêèíà A˜n, D˜n, E˜6, E˜7, E˜8 âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè âûïèñàíû
ÿâíî è â ï. 3 ïîêàçàíî, ÷òî îíè ðàâíû óìíîæåííûì íà q ðÿäàì
Ïóàíêàðå äëÿ èíâàðèàíòîâ ãðóïï Êëåéíà. Â òåîðèè îðòîãîíàëü-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ öåïíûå äðîáè (à òàêæå òîæäåñòâî Êðèñòîåëÿ-
Äàðáó) ïîÿâèëèñü â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ Ï. Ë. ×åáûø¼âà.
Îòìåòèì, ÷òî â 19-ì âåêå ðîëü öåïíûõ äðîáåé â àíàëèçå áûëà ñðàâ-
íèìà ñ ðîëüþ ðÿäà Òåéëîðà.
Äëÿ äèàãðàììû Äûíêèíà (êîíå÷íîãî ãðàà áåç ïåòåëü è êðàò-
íûõ ð¼áåð) Gn¯ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí n¯ = {1, . . . , n} è âåñàìè íà
ð¼áðàõ aij = aji (óñëîâèå aij = 0 ðàâíîñèëüíî îòñóòñòâèþ ðåáðà ij
â ãðàå) ìíîãî÷ëåí Êîêñòåðà (õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìî-
íîäðîìèè â ñëó÷àå îñîáåííîñòåé [2℄) ìîæíî îïðåäåëèòü îðìóëîé
G∗n¯(q) = det (qS + S
t),
ãäå S  âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè è
ýëåìåíòàìè −aij âûøå äèàãîíàëè [5℄. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ñèì-
ìåòðèçîâàííûì ìíîãî÷ëåíîì
Gn¯(q) = q
−nG∗n¯(q
2) = det (qS + q−1St).
Â òåîðèè îñîáåííîñòåé è òåîðèè óçëîâ ìàòðèöà S îòâå÷àåò
îðìå Çåéåðòà. Ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ óçëà ðàâåí
(−1)n det (qS − q−1St). Ïîëîæèì äëÿ âñåõ i aii = −2 è îáîçíà÷èì
÷åðåç C = S + St ìàòðèöó (−aij). Äëÿ àèííûõ äèàãðàìì Äûí-
êèíà ýòà ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Êàðòàíà. Äëÿ äèàãðàìì
Äûíêèíà îñîáåííîñòåé óíêöèé íå÷¼òíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ìàò-
ðèöà C çàäà¼ò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ â îòìå÷åííîì áàçèñå ãîìîëîãèé
ñëîÿ Ìèëíîðà [2℄. Ìàòðèöà qS+St çàäà¼ò q-èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ [1℄
è ïîëó÷åííûå ñ å¼ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â öåïíûå äðîáè ÿâëÿþòñÿ
q-àíàëîãàìè öåïíûõ äðîáåé, ïîÿâëÿþùèõñÿ â òåîðèè ðàçðåøåíèé
îñîáåííîñòåé è èñ÷èñëåíèè Êèðáè (âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâà-
íèè q-àíàëîãîâ ýòèõ òåîðèé  âîçìîæíî, òàêèå îáîáùåíèÿ ìîãëè áû
îñíîâûâàòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ À. Á. èâåíòàëÿ î q-ìîíîäðîìèè [1℄).
Òîæäåñòâà Êðèñòîåëÿ-Äàðáó äëÿ ðÿäîâ Ïóàíêàðå ãðóïï Êëåé-
íà è ìíîãî÷ëåíîâ Êîêñòåðà ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè  èíòåðåñíî áûëî áû âûÿñíèòü ñìûñë ýòèõ òîæäåñòâ
4 . . ÈËÜÞÒÀ
ïðè q = 1 â òåîðèè îñîáåííîñòåé, òåîðèè óçëîâ è òåîðèè àëãåáð Ëè,
îòâå÷àþùèõ ãðóïïàì Êëåéíà. Â òåîðèè ãðóïï Êëåéíà îíè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé êâàäðàòè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êðàòíîñòÿìè
âõîæäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Êëåéíà â îãðàíè-
÷åíèÿ íà ýòó ãðóïïó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(2).
Ïî-âèäèìîìó, ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî îïèñàòü â òåðìèíàõ êîëåö
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(2) è ãðóïï Êëåéíà.
Â. Ýáåëèíã èíòåðïðåòèðîâàë âåêòîð ðÿäîâ Ïóàíêàðå êàæäîé
ãðóïïû Êëåéíà êàê ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé (z −
2)E+C, ãäå C  ìàòðèöà Êàðòàíà ñîîòâåòñòâóþùåé àèííîé äèà-
ãðàììû Äûíêèíà [7℄. Óðàâíåíèÿ â ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåëåíèé ñ îñòàò-
êîì â àëãîðèòìå Åâêëèäà è, íàðÿäó ñ îðìóëîé äîïîëíåíèÿ ïî
Øóðó, èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ðàçëîæåíèÿ â âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðî-
áè è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãîâ òîæäåñòâà Êðèñòîåëÿ-Äàðáó.
Â [7℄ èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé èçâåñòíûé àêò: äëÿ ãðàà, íå
èìåþùåãî öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
det ((z − 2)E + C) ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì Êîêñòåðà. Èñïîëüçóÿ
ýòî ðàâåíñòâî è îðìóëó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ãðà-
à [9℄, ìû ïîêàæåì â ï. 3, ÷òî äëÿ êàæäîé èç àèííûõ äèàãðàìì
Äûíêèíà A˜n, D˜n, E˜6, E˜7, E˜8 âåêòîð ðÿäîâ Ïóàíêàðå ñîîòâåòñòâó-
þùåé ãðóïïû Êëåéíà ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó, ýëåìåíòû êîòîðîãî
îïðåäåëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Êîêñòåðà ïîääèàãðàìì. Êîýèöè-
åíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ óìíîæåííûì íà q ìíîãî÷ëå-
íîì Êîêñòåðà ñîîòâåòñòâóþùåé àèííîé äèàãðàììû Äûíêèíà çà
èñêëþ÷åíèåì öèêëà íå÷¼òíîé äëèíû A˜2m. Â ýòîì ñëó÷àå îí ðàâåí
óìíîæåííîìó íà q õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ìíîãî÷ëåíó ãðàà A˜2m. Â
ñëó÷àå ðÿäà Ïóàíêàðå äëÿ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû Êëåéíà ýòè óòâåð-
æäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â [7℄.
Äëÿ åäèíîé îðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ àêòîâ î ðÿäàõ Ïóàíêàðå
ãðóïï Êëåéíà óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé àèííîé äèàãðàì-
ìû Äûíêèíà ñóùåñòâóåò åù¼ îäíà (íå ïðèíàäëåæàùàÿ äèàãðàììå)
âåðøèíà, ñîåäèí¼ííàÿ ñ àèííîé âåðøèíîé ðåáðîì âåñà 1, è ðÿä
Ïóàíêàðå äëÿ ýòîé äîïîëíèòåëüíîé âåðøèíû ðàâåí q−1. Âîçíèêà-
åò âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè èíòåðïðåòàöèè òàêîé âåðøèíû â òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Êëåéíà èëè â òåîðèè êëåéíîâûõ îñîáåííî-
ñòåé?
åçóëüòàòû èç [9℄ è [18℄ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íåñêîëüêî àêòîâ,
ñâÿçàííûõ ñ êîðíÿìè ðÿäîâ Ïóàíêàðå: ðàçëîæåíèå â ñóììó ïðî-
ñòåéøèõ äðîáåé, ïðåäñòàâëåíèå áåçóòèàíà è âðîíñêèàíà èç òîæ-
äåñòâà Êðèñòîåëÿ-Äàðáó â âèäå ñèììåòðè÷åñêèõ óíêöèé îò
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êîðíåé, âûðàæåíèå îäíîãî ðÿäà Ïóàíêàðå ÷åðåç êîðíè äðóãîãî,
ïåðåìåæàåìîñòü êîðíåé è ñâÿçü ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Øòóðìà,
äèñêðåòíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ïîäñòàíîâêîé êîðíåé â
òîæäåñòâî Êðèñòîåëÿ-Äàðáó. Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëè-
âàòüñÿ íà ýòèõ òåìàõ.
Äæ. Ëåâèí îïèñàë ïåðåñòðîéêó çàöåïëåíèÿ â óçåë, ïðè êîòî-
ðîé êîíòðîëèðóåìî ìåíÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ [19℄.
À èìåííî, îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ çàöåïëå-
íèÿ è óçëà îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàíòàìè Ìèëíîðà ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà ïåðåñòðîéêè  íåêîòîðîãî ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ (îáîáù¼ííîé
êîñû, â êîòîðîé íèòÿì ðàçðåøàåòñÿ íå áûòü ìîíîòîííûìè). Â òîé
æå ñèòóàöèè îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ ìîæíî
îïèñàòü â òåðìèíàõ q-èíäåêñà çàöåïëåíèÿ [30℄. Ïðåäñòàâëÿåò èí-
òåðåñ ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêèå äîïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû ìîæåò
ñîõðàíÿòü ïåðåñòðîéêà Äæ. Ëåâèíà? Ìû ÷àñòè÷íî îòâåòèì íà ýòîò
âîïðîñ â ñëó÷àÿõ, êîãäà çàöåïëåíèå ñòðîèòñÿ ïî ïëîñêîé êðèâîé ñî-
ãëàñíî êîíñòðóêöèè À'Êàìïî [11℄ è êîãäà çàöåïëåíèå ñòðîèòñÿ ïî
õîðäîâîé äèàãðàììå ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè Õèðîíàêè [12℄. Íàñ áó-
äåò èíòåðåñîâàòü âîçìîæíîñòü ðàçðåçàòü îòâå÷àþùåå ïëîñêîé êðè-
âîé èëè õîðäîâîé äèàãðàììå çàöåïëåíèå â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ è çà-
òåì ñêëåèòü îáðàçîâàâøèåñÿ êîíöû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëó÷åííîå
çàöåïëåíèå òàêæå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîé ïëîñêîé êðèâîé
èëè õîðäîâîé äèàãðàììå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû íàéä¼ì ïåðåñòðîé-
êè çàöåïëåíèé, ðåàëèçóåìûå ïåðåñòðîéêàìè ïëîñêèõ êðèâûõ èëè
õîðäîâûõ äèàãðàìì, â ÷àñòíîñòè, ìû ðåàëèçóåì ïåðåñòðîéêîé Ëå-
âèíà ðàçðåçàíèå ïëîñêîé êðèâîé â íåîñîáîé òî÷êå è óäàëåíèå õîðäû
èç õîðäîâîé äèàãðàììû. Îáúåêò, ïîëó÷åííûé ïîñëå ðàçðåçàíèÿ, ìû
èíòåðïðåòèðóåì êàê ñòðèíã-çàöåïëåíèå. Ýòî ïîçâîëèò â ï. 4 ïðè-
ìåíèòü òåîðåìó Ëåâèíà è, â ÷àñòíîñòè, âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàí-
òû Ìèëíîðà ñòðèíã-çàöåïëåíèé ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ Êîêñòåðà åâêëèäîâûõ è àèííûõ äèàãðàìì Äûíêèíà
A2n+1(q)
A2n(q)
,
A2n+1(q)
A2n+2(q)
,
E˜6(q)
E6(q)
,
D5(q)
E6(q)
,
D7(q)
E8(q)
,
E7(q)
E8(q)
Ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ñïèñêà ñî ñïèñêîì Ïðèìåðà 5 äà¼ò îòíîøåíèÿ
ðÿäîâ Ïóàíêàðå (èëè îáðàòíûå ê íèì), êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
èíâàðèàíòû Ìèëíîðà ñòðèíã-çàöåïëåíèé.
Äëÿ ëþáîãî çàöåïëåíèÿ K îáîçíà÷èì ÷åðåç AK(q) ìíîãî÷ëåí
Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ ýòîãî çàöåïëåíèÿ. Äëÿ ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ L,
êàê è äëÿ êîñû, îïðåäåëåíî çàìûêàíèå L˜ è îáðàç â ïðåäñòàâëåíèè
Áóðàó β(L). Â [14℄ äîêàçàí ñëåäóþùèé àíàëîã îðìóëû Ëåâèíà, â
êîòîðîé ðîëü ïåðåñòðîéêè èãðàåò óìíîæåíèå íà ëþáóþ îáû÷íóþ
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êîñó B,
AL˜(q)
AB˜L(q)
=
det (E − β(L))
det (E − β(BL))
. (1)
Ìû ïîêàæåì â ï. 4, ÷òî ðàçðåçàíèå ïëîñêîé êðèâîé â íåîñîáîé òî÷-
êå è óäàëåíèå õîðäû èç õîðäîâîé äèàãðàììû ðåàëèçóþòñÿ óìíîæå-
íèåì íà ñòàíäàðòíóþ îáðàçóþùóþ ãðóïïû êîñ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæ-
íî âûðàçèòü ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
Êîêñòåðà åâêëèäîâûõ è àèííûõ äèàãðàìì Äûíêèíà èç ñïèñêà
â ïðåäûäóùåì àáçàöå.
Äëÿ íåïðèâîäèìîé îñîáåííîñòè êðèâîé ðÿä Ïóàíêàðå êîëüöà
óíêöèé íà ýòîé êðèâîé ñîâïàäàåò ñ äçåòà-óíêöèåé ìîíîäðî-
ìèè (îíà îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìîíî-
äðîìèè) [3℄. Âîçìîæíî, ðåçóëüòàòû î àêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíà
Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ (íà àëãåáðàè÷åñêîì óðîâíå ýòà àêòîðèçàöèÿ
ðåàëèçóåòñÿ îðìóëîé äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó) [14℄, [19℄ è ïðèâåä¼í-
íûå íèæå îðìóëû ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðåêóðñèâíîãî
ïîñòðîåíèÿ òåîðèè, èçó÷àþùåé ñâÿçè äçåòà-óíêöèé ìîíîäðîìèè
è ðÿäîâ Ïóàíêàðå êîëåö óíêöèé íà îñîáåííîñòÿõ. Ñîðìóëèðó-
åì áîëåå êîíêðåòíóþ ãèïîòåçó: îòíîøåíèå ðÿäîâ Ïóàíêàðå êîëåö
óíêöèé äëÿ áëèçêèõ (ïî ïðèìûêàíèþ èëè ïî ðàñïîëîæåíèþ â
ñåðèè) îñîáåííîñòåé êðèâûõ îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàíòàìè Ìèëíî-
ðà ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì îáúåêòîì
ïðè ïåðåñòðîéêå óçëà îäíîé îñîáåííîñòè â óçåë äðóãîé. Ìíîãî-
÷ëåí Êîêñòåðà åâêëèäîâîé äèàãðàììû Äûíêèíà An ñîâïàäàåò ñ h-
ìíîãî÷ëåíîì n-ñèìïëåêñà èëè ìíîãî÷ëåíîì Ïóàíêàðå ñîîòâåòñòâó-
þùåãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ  n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ìîæíî íàäåÿòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîõîæèå ñâÿçè ìåæ-
äó ñòðèíã-çàöåïëåíèÿìè è îòíîøåíèÿìè h-ìíîãî÷ëåíîâ ïðîñòîãî
ìíîãîãðàííèêà è åãî ãðàíåé èëè ìíîãî÷ëåíîâ Ïóàíêàðå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èì òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â ðàáîòàõ î ñâÿçÿõ äçåòà-
óíêöèé è ðÿäîâ Ïóàíêàðå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
ýòèõ îáúåêòîâ â âèäå ïðîèçâåäåíèé öèêëîòîìè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ,
òîãäà êàê â ðàáîòàõ [14℄, [19℄ è â íàøåé ñòàòüå ñóùåñòâåííî äåòåð-
ìèíàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ýòî çàìå÷àíèå ïîäâîäèò íàñ ê ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷å, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðåîðìóëèðîâêîé ñêàçàí-
íîãî âûøå: ïåðåâåñòè òåîðèþ î ñâÿçÿõ äçåòà-óíêöèé è ðÿäîâ Ïó-
àíêàðå ñ ÿçûêà ðàçðåøåíèé îñîáåííîñòåé íà ÿçûê îðì Çåéåðòà,
â ÷àñòíîñòè, íàéòè ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-
øåíèé äëÿ ðÿäîâ Ïóàíêàðå êîëåö óíêöèé íà îñîáåííîñòÿõ (îíè
âûòåêàþò èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
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ìíîãî÷ëåíà ìîíîäðîìèè) è îïèñàòü äâîéñòâåííîñòü Ñàèòî äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Êîêñòåðà [7℄ â òåðìèíàõ ñâÿçàííûõ ñ îðìîé Çåéåðòà
îïðåäåëèòåëåé è ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.
2. Äîïîëíåíèå ïî Øóðó è ìíîãî÷ëåíû Êîêñòåðà
Îáîçíà÷èì q + q−1 ÷åðåç z. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå A11 ìàòðèöó
(z), ðàñïîëîæåííóþ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ ñòðîêè è ñòîëáöà ìàò-
ðèöû qS + q−1St, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü îðìóëó äîïîëíåíèÿ ïî
Øóðó ñëåäóþùèì îáðàçîì
Gn¯(q) = zGn¯\1(q)−
∑
26i6n
a21iGn¯\{1,i}(q)−
∑
26i 6=j6n
a1ia1jPij(q), (2)
ãäå Pij(q) (= Pji(q
−1))  àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà −aij ,
2 6 i 6= j 6 n, â ìàòðèöå, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû qS + q−1St âû-
÷¼ðêèâàíèåì ïåðâûõ ñòðîêè è ñòîëáöà. Â ÷àñòíîñòè, ýòà îðìóëà
ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïåðåéòè îò
ïåðåìåííîé q ê ïåðåìåííîé z = q + q−1. Â òåîðèè óçëîâ îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà −qS + q−1St è ïåðåõîä îò ïåðåìåííîé q ê
ïåðåìåííîé t = q − q−1 ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì ê ìíîãî÷ëåíó Êîíâåÿ.
Ïåðåõîä ê ïåðåìåííîé z = q + q−1 ìîæåò áûòü ïîëåçåí, íàïðè-
ìåð, ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå: äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
ìîíîäðîìèè ìû ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîðíÿìè, ê
êîòîðîìó ìîæíî ïðèìåíèòü õîðîøî ðàçâèòóþ òåîðèþ òàêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ.
Ñëåäóþùèé ÷àñòíûé (íåîäíîêðàòíî ïåðåîòêðûâàâøèéñÿ) ñëó-
÷àé îðìóëû (2) èñïîëüçîâàëñÿ ïðè èçó÷åíèè ìíîãî÷ëåíîâ Êîêñ-
òåðà â êîíòåêñòå òåîðèè îñîáåííîñòåé, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷è-
ñåë, òåîðèè êîë÷àíîâ, òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àññîöèàòèâíûõ àëãåáð
è ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ (ññûëêè ìîæíî íàéòè â [28℄).
Äæîéíîì äèàãðàìì Äûíêèíà Ti ñ îòìå÷åííûìè âåðøèíàìè vi íà-
çûâàåòñÿ äèàãðàììà Äûíêèíà Tn¯, ïîëó÷åííàÿ äîáàâëåíèåì ê îáú-
åäèíåíèþ äèàãðàìì Ti åù¼ îäíîé âåðøèíû v è ð¼áåð âåñà 1, ñîåäè-
íÿþùèõ âåðøèíó v ñî âñåìè îòìå÷åííûìè âåðøèíàìè. Èç îðìóëû
(1) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (÷åðåç T¯i îáîçíà÷èì äèàãðàììó
Äûíêèíà, ïîëó÷åííóþ èç äèàãðàììû Ti óäàëåíèåì âåðøèíû vi).
Tn¯(q) =
∏
i
Ti(q)(z −
∑
j
T¯j(q)
Tj(q)
). (3)
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Ôîðìóëû (2) è (3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçëîæåíèé â öåï-
íûå äðîáè
Gn¯\1(q)
Gn¯(q)
=
1
z −
∑
26i6n a
2
1i
Gn¯\{1,i}(q)
Gn¯\1(q)
−
∑
26i 6=j6n a1ia1j
Pij(q)
Gn¯\1(q)
,
∏
i Ti(q)
Tn¯(q)
=
1
z −
∑
j
T¯j(q)
Tj(q)
,
Ïðèìåð 1. Âûïèøåì öåïíûå äðîáè äëÿ àèííûõ äèàãðàìì
Äûíêèíà D˜n, E˜6, E˜7, E˜8. Êîëè÷åñòâî ïîÿâëåíèé ïåðåìåííîé z â
êàæäîé öåïíîé äðîáè ðàâíî ÷èñëó âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùåé à-
èííîé äèàãðàììû Äûíêèíà. Ôîðìà öåïíîé äðîáè â îïðåäåë¼í-
íîì ñìûñëå ñîâïàäàåò ñ îðìîé ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììû. Â
çíàìåíàòåëÿõ öåïíîé äðîáè, ñîäåðæàùèõ áîëüøå äâóõ ñëàãàåìûõ,
ïåðâîå ñëàãàåìîå z ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå âåòâëåíèÿ â äèàãðàììå
Äûíêèíà. Íàïðèìåð, â äèàãðàììå D˜n îäíà âåðøèíà âåòâëåíèÿ ïðè
n = 4 è äâå ïðè n > 4. Ïîýòîìó äëÿ äèàãðàììû D˜n ìû âûäåëÿ-
åì äâà ñëó÷àÿ. Èç îðìóëû Ýáåëèíãà [7℄ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé
äèàãðàììû öåïíàÿ äðîáü ðàâíà óìíîæåííîìó íà q ðÿäó Ïóàíêàðå
äëÿ èíâàðèàíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Êëåéíà.
D4(q)
D˜4(q)
=
1
z −
1
z −
1
z
−
1
z
−
1
z
Dn(q)
D˜n(q)
=
1
z −
1
z −
1
z −
1
z − · · · −
1
z −
1
z −
1
z
−
1
z
−
1
z
E6(q)
E˜6(q)
=
1
z −
1
z −
1
z −
1
z −
1
z
−
1
z −
1
z
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E7(q)
E˜7(q)
=
1
z −
1
z −
1
z −
1
z −
1
z −
1
z −
1
z
−
1
z
E8(q)
E˜8(q)
=
1
z −
1
z −
1
z −
1
z −
1
z −
1
z −
1
z −
1
z
−
1
z
Áåçóòèàíîì è âðîíñêèàíîì óíêöèé f è g íàçûâàþòñÿ âûðàæå-
íèÿ
Bez(f, g) =
f(x)g(y)− f(y)g(x)
x− y
,
Wr(f, g) = lim
y→x
Bez(f, g) = f ′g − fg′.
Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f è g âðîíñêèàí òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
ñëåäóþùåé îðìóëîé
Wr(f, g) = m−1J(F,G)|y=1,
ãäå F = F (x, y) è G = G(x, y)  îäíîðîäíûå îðìû ñòåïåíè m,
F (x, 1) = f , G(x, 1) = g è J(F,G)  ÿêîáèàí îðì F è G [18℄.
Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèàãðàììû Äûíêèíà Gn¯ ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
Bez(Gn¯(q), Gn¯\1(q)) = (1− (xy)
−1)Gn¯\1(x)Gn¯\1(y) (4)
+
∑
26i6n
a21iBez(Gn¯\1(q), Gn¯\{1,i}(q))+
∑
26i 6=j6n
a1ia1jBez(Gn¯\1(q), Pij(q)),
Wr(Gn¯(q), Gn¯\1(q)) = (1− x
−2)G2n¯\1(x) (5)
+
∑
26i6n
a21iWr(Gn¯\1(q), Gn¯\{1,i}(q)) +
∑
26i 6=j6n
a1ia1jWr(Gn¯\1, Pij(q)),
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â ÷àñòíîñòè,
Bez(Tn¯(q),
∏
i
Ti(q)) = (1−(xy)
−1)
∏
i
Ti(x)Ti(y)+
∑
j
Bez(Tj(q), T¯j(q)),
Wr(Tn¯(q),
∏
i
Ti(q)) = (1− x
−2)
∏
i
T 2i (x) +
∑
j
Wr(Tj(q), T¯j(q)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà äëÿ âðîíñêèàíà ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëü-
íûì ïåðåõîäîì èç îðìóëû äëÿ áåçóòèàíà. Äîêàæåì îðìóëó (4)
ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òîæäåñòâà Êðèñòîåëÿ-Äàðáó â
[18℄.
Gn¯(x)Gn¯\1(y)−Gn¯(y)Gn¯\1(x)
Gn¯\1(x)Gn¯\1(y)
=
Gn¯(x)
Gn¯\1(x)
−
Gn¯(y)
Gn¯\1(y)
= x+ x−1 −
∑
26i6n
a21i
Gn¯\{1,i}(x)
Gn¯\1(x)
−
∑
26i 6=j6n
a1ia1j
Pij(x)
Gn¯\1(x)
−y − y−1 +
∑
26i6n
a21i
Gn¯\{1,i}(y)
Gn¯\1(y)
+
∑
26i 6=j6n
a1ia1j
Pij(y)
Gn¯\1(y)
= x− y + x−1 − y−1 +
∑
26i6n
a21i
Gn¯\1(x)Gn¯\{1,i}(y)−Gn¯\1(y)Gn¯\{1,i}(x)
Gn¯\1(x)Gn¯\1(y)
+
∑
26i 6=j6n
a1ia1j
Gn¯\1(x)Pij(y)−Gn¯\1(y)Pij(x)
Gn¯\1(x)Gn¯\1(y)
è îñòà¼òñÿ äîìíîæèòü íà (Gn¯\1(x)Gn¯\1(y))/(x− y).
Ïðèìåð 2. Ïóñòü â äèàãðàììå Äûíêèíà Gn¯ ïîääèàãðàììà íà
âåðøèíàõ 1, . . . , k ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé äèàãðàììîé Äûíêèíà Ak
è âåðøèíû 1, . . . , k − 1 íå ñâÿçàíû ð¼áðàìè ñ ïîääèàãðàììîé Gn¯\k¯.
Íóìåðàöèÿ âåðøèí âûáðàíà òàê, ÷òî a12 = a23 = . . . ak−1k = 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci ïîääèàãðàììó Gn¯\¯i, 1 6 i 6 k, C0 = Gn¯. Òîãäà
èìååì ñîîòíîøåíèÿ
Ci−1(q)− zCi(q) + Ci+1(q) = 0, 1 6 i 6 k − 1,
êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå(
Ci−1(q) Ci(q)
Ci(q) Ci+1(q)
)
=
(
0 1
−1 z
)i−1(
C0(q) C1(q)
C1(q) C2(q)
)
,
Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è ñóììèðóÿ ðàâåíñòâà âèäà
Ci−1(q)
Ci(q)
−
Ci(q)
Ci+1(q)
=
∣∣∣∣Ci−1(q) Ci(q)Ci(q) Ci+1(q)
∣∣∣∣ 1Ci(q)Ci+1(q) ,
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ïîëó÷èì äëÿ 1 6 i 6 k − 1 ñëåäóþùèå òîæäåñòâà
Ci−1(q)
Ci(q)
=
∣∣∣∣C0(q) C1(q)C1(q) C2(q)
∣∣∣∣
k∑
j=i+1
1
Cj−1(q)Cj(q)
+
Ck−1(q)
Ck(q)
.
àçëîæåíèÿ â öåïíûå äðîáè è îðìóëû äëÿ áåçóòèàíà è âðîíñêèà-
íà ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä (êîëè÷åñòâî ïîÿâëåíèé ïåðåìåííîé
z â öåïíîé äðîáè ðàâíî k − i)
Ci(q)
Ci−1(q)
=
1
z −
1
z − · · · −
1
z −
1
z − Ck(q)
Ck−1(q)
,
Bez(Ci−1(q), Ci(q)) = (1−(xy)
−1)
k−1∑
j=i
Cj(x)Cj(y)+Bez(Ck−1(q), Ck(q)),
Wr(Ci−1(q), Ci(q)) = (1− x
−2)
k−1∑
j=i
C2j (x) +Wr(Ck−1(q), Ck(q)).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàà Gn¯ íàçûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèé îïðåäåëèòåëü
G#n¯ (z) = det ((z − 2)E + C).
Ïðèâåä¼ííûå âûøå îðìóëû äëÿ ìíîãî÷ëåíà Êîêñòåðà îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, åñëè çàìå-
íèòü ìèíîðû ìàòðèöû qS+q−1St íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîðû ìàò-
ðèöû (z−2)E+C. Îáîçíà÷èì ÷åðåçHij(z)(= Hji(z)) àëãåáðàè÷åñêèå
äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (z−2)E+C, ÷åðåç Qij  ìíîæåñòâî
ïóòåé áåç ïîâòîðåíèÿ âåðøèí, èäóùèõ â ãðàå Gn¯ èç âåðøèíû i â
âåðøèíó j, ÷åðåç dkij  ñóììó âåñîâ ïóòåé â ãðàå Gn¯, èìåþùèõ
äëèíó k è èäóùèõ èç âåðøèíû i â âåðøèíó j (âåñîì a(P ) ïóòè P
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âåñîâ âõîäÿùèõ â íåãî ð¼áåð) Ñëåäóþùèå
òîæäåñòâà (à òàêæå ññûëêè íà ïåðâîèñòî÷íèêè) èìåþòñÿ â [9℄:
Hij(z) =
∑
Q∈Qij
a(Q)(G#n¯ \Q)(z), (6)
H2ij(z) =
∣∣∣∣∣
G#n¯\i(z) G
#
n¯\{i,j}(z)
G#n¯ (z) G
#
n¯\j(z)
∣∣∣∣∣ , i 6= j, (7)
Bez(G#n¯ (z), Hij(z)) =
∑
k∈n¯
Hik(x)Hjk(y), (8)
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Wr(G#n¯ (z), Hij(z)) =
∑
k∈n¯
H2ik(x), (9)
Hij(z)
G#n¯ (z)
=
∑
06k
dkijz
−k−1. (10)
Åñëè ãðà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî ïðè ëþáîé íóìåðàöèè âåðøèí
åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì Êîêñ-
òåðà. Ýòîò èçâåñòíûé àêò âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç îðìóû (3) ïî
èíäóêöèè. Èçâåñòåí òàêæå áîëåå øèðîêèé êëàññ ãðàîâ ñî ñïå-
öèàëüíîé íóìåðàöèåé âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ G#n¯ (z) = Gn¯(q). Ýòè
ãðàû íàçûâàþòñÿ äâóäîëüíûìè è õàðàêòåðèçóþòñÿ îòñóòñòâèåì
öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû. Ïî îïðåäåëåíèþ, âåðøèíû òàêîãî ãðàà
ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà, â êàæäîì èç êîòîðûõ íåò ñî-
åäèí¼ííûõ ð¼áðàìè âåðøèí. Íóìåðóþòñÿ ñíà÷àëà âåðøèíû îäíîãî
ìíîæåñòâà, à çàòåì äðóãîãî. Ôàêò ñîâïàäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ìíîãî÷ëåíà è ìíîãî÷ëåíà Êîêñòåðà äëÿ äâóäîëüíîãî ãðàà ñ
òàêîé íóìåðàöèåé âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îðìóëû
äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó. Ýòî ñîâïàäåíèå èñïîëüçîâàëîñü ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå îðìóëû Ýáåëèíãà [7℄. Ìû èñïîëüçóåì åãî äëÿ îáîáùåíèÿ
îðìóëû Ýáåëèíãà. Ñðåäè äèàãðàìì Äûíêèíà îñîáåííîñòåé äå-
ðåâüÿìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñòàíäàðòíûå äèàãðàììû Äûíêèíà ïðî-
ñòûõ îñîáåííîñòåé An, Dn, E6, E7, E8. Â [6℄ èìåþòñÿ ïðèìåðû äèà-
ãðàìì Äûíêèíà íå ïðîñòûõ îñîáåííîñòåé, êîòîðûå íå èìåþò öèê-
ëîâ íå÷¼òíîé äëèíû. Îòìåòèì åù¼ îäíî ñëåäñòâèå ñîâïàäåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è ìíîãî÷ëåíà Êîêñòåðà. Ïîäãðà
äâóäîëüíîãî ãðàà ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì è äèàãîíàëüíûå ìèíîðû
ìàòðèöû (z − 2)E + C ðàâíû ìíîãî÷ëåíàì Êîêñòåðà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïîäãðàîâ. Ïîýòîìó òîæäåñòâà äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ
ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû [13℄ äàþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
Êîêñòåðà ïîäãðàîâ.
Ïðèìåð 3. àññìîòðèì àèííûå äèàãðàìì Äûíêèíà A˜n, D˜n,
E˜6, E˜7, E˜8 ñ íóìåðàöèåé âåðøèí, â êîòîðîé âåðøèíà ñ íîìåðîì 0
ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé, äîáàâëÿåìîé ïðè ïåðåõîäå îò åâêëèäîâîé
äèàãðàììû Äûíêèíà ê àèííîé. Âåñà âñåõ ð¼áåð ðàâíû 1. Èñ-
ïîëüçóÿ àêòû èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà è îðìóëó (6), äëÿ êàæäîé
äèàãðàììû âûðàçèì ìíîãî÷ëåíû Hi0(z) ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû Êîêñ-
òåðà ïîääèàãðàìì. Äëÿ àèííîé äèàãðàììû Äûíêèíà A˜n èìååì
(ïîëàãàåì A0(z) = 1)
H00(z) = An(q), Hj0(z) = Ai−2(q) + An−i+1(q), 1 6 j 6 n.
Íàïîìíèì, ÷òî àèííàÿ äèàãðàììà Äûíêèíà A˜n ÿâëÿåòñÿ öèê-
ëîì ñ n+1 âåðøèíîé è ïîýòîìó èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ ìîæíî
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ïîïàñòü äâóìÿ ïóòÿìè. Îñòàâøèåñÿ ìíîãî÷ëåíû Hj0(z) ïðåäñòàâëå-
íû íà äèàãðàììàõ. Ìíîãî÷ëåí H00(z) âñåãäà ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëå-
íîì Êîêñòåðà ñîîòâåòñòâóþùåé åâêëèäîâîé äèàãðàììû Äûíêèíà.
Â ï. 3 ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ êàæäîé èç äèàãðàìì A˜n, D˜n, E˜6, E˜7,
E˜8 íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ Hi0(z) ïðîïîðöèîíàëåí íàáîðó ðÿäîâ Ïóàí-
êàðå ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Êëåéíà. Êîýèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ óìíîæåííûì íà q ìíîãî÷ëåíîì Êîêñòåðà
ñîîòâåòñòâóþùåé àèííîé äèàãðàììû Äûíêèíà çà èñêëþ÷åíèåì
öèêëà íå÷¼òíîé äëèíû A˜2m. Â ýòîì ñëó÷àå îí ðàâåí óìíîæåííîìó
íà q õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ìíîãî÷ëåíó ãðàà A˜2m.
E˜6
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
A2(q)
A1(q)A2(q)
A22(q)
A5(q)
E6(q)
A2(q)
A1(q)A2(q)
E˜7
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
A1(q)
A21(q)
A1(q)A2(q)
A1(q)A3(q)
A5(q)
D6(q)
E7(q)
A3(q)
E˜8
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
A1(q)
A21(q)
A1(q)A2(q)
A4(q)
D5(q)
E6(q)
E7(q)
E8(q)
A2(q)
D˜n
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
.
.
.
A21(q)
A31(q)
A1(q)A3(q)
A1(q)Dn−3(q)
A1(q)Dn−2(q)✉
Dn(q)
A21(q)
Dn−2(q)
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Ïðèìåð 4. Ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òîæäåñòâà
(1) äëÿ àèííîé äèàãðàììû Äûíêèíà A˜n
H#11(z)
A˜#n (z)
=
A#n (z)
A˜#n (z)
=
1
z − 2
A#n−1(z)+1
A#n (z)
.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
A#k+1(z) = zA
#
k (z)− A
#
k−1(z),
ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü. Èç îðìóëû
Ýáåëèíãà [7℄ ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ óìíî-
æåííûì íà q ðÿäîì Ïóàíêàðå äëÿ èíâàðèàíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé
äèàãðàììå A˜n ãðóïïû Êëåéíà.
A#n (z)
A˜#n (z)
=
1
z −
1
z − · · · −
1
z −
1
r
−
1
z − · · · −
1
z −
1
r
,
ãäå äëÿ íå÷¼òíîãî n r = z/2, äëÿ ÷¼òíîãî n r = 1, äëÿ íå÷¼òíîãî n
ïåðåìåííàÿ z ïîÿâëÿåòñÿ â öåïíîé äðîáè n ðàç, à äëÿ ÷¼òíîãî n 
n+ 1 ðàç.
Èçâåñòåí ñïîñîá îáîáùåíèÿ òîæäåñòâà Êðèñòîåëÿ-Äàðáó
[23℄. Èç îðìóëû (2) äëÿ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm è y1, . . . , yk
âûòåêàåò ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (1 6 l 6 m, 1 6 s 6 k, â ñêîáêàõ
ïîñëå áåçóòèàíà ìû âûïèñûâàåì ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ îí çàâè-
ñèò)
(Bez(G#n¯ (z), Hij(z))(xl, ys)) = (Hik(xl))(Hjk(ys))
t. (11)
Åñëè m = k 6 n, òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê ýòîìó ðàâåíñòâó òîæ-
äåñòâî Áèíå-Êîøè:
det (Bez(G#n¯ (z), Hij(z))(xl, ys)) =
∑
det (Hikr(xl)) det (Hjkr(ys)),
(12)
ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåìm-ïîäìíîæåñòâàì 1 6 k1 < · · · <
km 6 n â ìíîæåñòâå n¯.
3. ÿäû Ïóàíêàðå è ìíîãî÷ëåíû Êîêñòåðà
Äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ri êîíå÷íîé ïîä-
ãðóïïû B ⊂ SU(2) (áèíàðíîé ïîëèýäðàëüíîé ãðóïïû) Á. Êîñòàíò
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îïðåäåëèë ðÿäû Ïóàíêàðå
Pi(q) =
∑
06n
mn,iq
n,
ãäå mn,i  êðàòíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ri â îãðàíè÷åíèè íà B n-é
ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè ñòàíäàðòíîãî äâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû SU(2) (èçâåñòíî, ÷òî ñèììåòðè÷åñêèå ñòåïåíè ñòàíäàðòíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ èñ÷åðïûâàþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
SU(2)) [16℄, [17℄. Äëÿ ýòèõ ðÿäîâ îí ïîëó÷èë ñëåäóþùèå îðìóëû
Pi(q) =
Zi(q)
(1− qa)(1− qb)
, (13)
ãäå Zi(q)  íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êî-
ýèöèåíòàìè, ñòåïåíè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò h  ñóììû ðàçìåð-
íîñòåé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû B, a è b ìîæíî íàéòè
èç óñëîâèé a+b = h+2 è ab = 2|B|. Îòìåòèì àðèìåòè÷åñêîå ñëåä-
ñòâèå ýòîãî ðåçóëüòàòàòà Á. Êîñòàíòà: äëÿ ëþáîé ãðóïïû Êëåéíà B
íàòóðàëüíîå ÷èñëî (h+ 2)2− 8|B| ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì,òàê
êàê íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ x2−(h+2)x+2|B| = 0. Íèæå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûå îðìó-
ëû äëÿ îòíîøåíèé ðÿäîâ Ïóàíêàðå Pi(q), î÷åâèäíî ýòè îòíîøåíèÿ
ñîâïàäàþò ñ îòíîøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ Zi(q). Õà-
ðàêòåðû ãðóïïû B âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ
Zi(q) [24℄ è ïîýòîìó îðìóëû äëÿ îòíîøåíèé ìíîãî÷ëåíîâ Zi(q)
äàþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ õàðàêòåðîâ.
Ñîîòâåòñòâèå Ìàêêåÿ ñîïîñòàâëÿåò ãðóïïå B àèííóþ äèà-
ãðàììó Äûíêèíà íåêîòîðîé àëãåáðû Ëè. Âåðøèíû äèàãðàììû
âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì
ãðóïïû B, ïðè÷¼ì, òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå r0 ñîîòâåòñòâó-
åò âåðøèíå, äîáàâëÿåìîé ïðè ïåðåõîäå îò åâêëèäîâîé äèàãðàììû
Äûíêèíà ê àèííîé (íàçîâ¼ì ýòó âåðøèíó àèííîé). Á. Êî-
ñòàíò îïðåäåëèë êîýèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ Zi(q) â òåðìèíàõ îð-
áèò äåéñòâèÿ ýëåìåíòà Êîêñòåðà äèàãðàììû íà ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìå êîðíåé, ÷èñëî h ðàâíî ïîðÿäêó ýëåìåíòà Êîêñòåðà. Äðóãèå
ïîäõîäû ê ðÿäàì Ïóàíêàðå Pi(q) è ìíîãî÷ëåíàì Zi(q) ìîæíî íàéòè
â [10℄, [15℄, [20℄, [21℄, [27℄.
Äëÿ àèííîé äèàãðàììû Äûíêèíà A˜n a = 2, b = n + 1 è
Zi(q) = q
i + qn−i+1, i = 0, 1, . . . , n. Äëÿ àèííûõ äèàãðàìì Äûí-
êèíà D˜n, E˜6, E˜7, E˜8 ÷èñëà a, b è ìíîãî÷ëåíû Zi(q) ïðåäñòàâëåíû íà
äèàãðàììàõ (âåêòîðó (m,n, . . . ) îòâå÷àåò ìíîãî÷ëåí qm + qn + . . . )
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E˜6 a = 6 b = 8
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
(4, 8)
(3, 5, 7, 9)
(2, 4, 6, 6, 8, 10)
(1, 5, 7, 11)
(0, 12)
(4, 8)
(3, 5, 7, 9)
E˜7 a = 8 b = 12
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
(6, 12)
(5, 7, 11, 13)
(4, 6, 8, 10, 12, 14)
(3, 5, 7, 9, 9, 11, 13, 15)
(2, 6, 8, 10, 16)
(1, 7, 11, 17)
(0, 18)
(4, 8, 10, 14)
E˜8 a = 12 b = 20
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
(7, 13, 17, 23)
(6, 8, 12, 14, 16, 18, 22, 24)
(5, 7, 9, 11, 13, 15, 15, 17, 19, 21, 23, 25)
(4, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 26)
(3, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 27)
(2, 10, 12, 18, 20, 28)
(1, 11, 19, 29)
(0, 30)
(6, 10, 14, 16, 20, 24)
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D˜n a = 4 b = 2n− 4
✉
✉
✉
✉
✉
✉
✉
.
.
.
(n− 2, n)
(n− 3, n− 1, n− 1, n+ 1)
(n− 4, n− 2, n, n+ 2)
(2, 4, 2n− 6, 2n− 4)
(1, 3, 2n− 5, 2n− 3)✉
(0, 2n− 2)
(n− 2, n)
(2, 2n− 4)
Íàì óäîáíî áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé àèííîé äèàãðàì-
ìû Äûíêèíà T ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíàÿ (íå ïðèíàäëåæàùàÿ T )
âåðøèíà ñ íîìåðîì −1, ñîåäèí¼ííàÿ ñ èìåþùåé íîìåð 0 àèííîé
âåðøèíîé ðåáðîì âåñà 1, è P−1(q) = q
−1
, Z−1(q) = q
−1(1−qa)(1−qb),
H−10(z) = T
#(z) (äëÿ äèàãðàìì A˜2m−1, D˜n, E˜6, E˜7, E˜8 T
#(z) =
T (q)). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû i â äèàãðàììå T îáîçíà÷èì ÷åðåç i→
âåðøèíó, êîòîðàÿ ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé i è ðàñïîëîæåíà
â äèàãðàììå áëèæå ê âåðøèíå −1, ÷åì âåðøèíà i, â ÷àñòíîñòè,
âåðøèíà 0→ ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé −1. Åñëè (â ñëó÷àå äèàãðàììû
A˜2m+1) òàêèõ âåðøèí îêàæåòñÿ äâå, òî áåð¼ì ëþáóþ èç íèõ. Äëÿ
êàæäîé âåðøèíû i îáîçíà÷èì ÷åðåç Qi ìíîæåñòâî âåðøèí, êðàò-
÷àéøèå ïóòè èç êîòîðûõ â âåðøèíó −1 ñîäåðæàò âåðøèíó i. Íó-
ìåðàöèÿ âåðøèí â àèííîé äèàãðàììå A˜n ñîîòâåòñòâóåò îáõîäó
öèêëà.
Èñïîëüçóÿ îðìóëó Êëåáøà-îðäàíà è ñîîòâåòñòâèå Ìàêêåÿ,
Â. Ýáåëèíã ïîêàçàë, ÷òî
(P0(q), P1(q), . . . )((z − 2)E + C) = (P−1(q), 0, . . . ), (14)
ãäå C  ìàòðèöà Êàðòàíà àèííîé äèàãðàììû Äûíêèíà [7℄ (íåêî-
òîðûå äîïîëíèòåëüíûå àñïåêòû ýòîé îðìóëû ïðåäñòàâëåíû â
[29℄). Èç îðìóë (13) è (14) âûòåêàåò, ÷òî
(Z0(q), Z1(q), . . . )(zE + (C − 2E)) = (Z−1(q), 0, . . . ). (15)
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ è ïðàâèëó Êðàìåðà, äëÿ ëþáîãî ãðàà èìå-
åì
(H00(z), H10(z), . . . )((z − 2)E + C) = (H−10(z), 0, . . . ). (16)
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Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç îðìóë (6)-(10) è (14)-(16).
àâåíñòâà (20) è (21) ïðîùå âûâåñòè èç îðìóë (4) è (5). Óïðîùå-
íèþ îðìóë ñïîñîáñòâóåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü áåçóòèàíà è âðîí-
ñêèàíà
Bez(f, g) = −Bez(g, f),Wr(f, g) = −Wr(g, f).
Åñëè ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì îðìóë (4) è (5) ìû ðàñêëàäûâà-
åì áåçóòèàí èëè âðîíñêèàí â äâóõ ìåñòàõ äèàãðàììû, èäÿ ïî öèêëó
A˜n â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ è óäàëÿÿñü îò àèííîé âåðøèíû, òî â
ìåñòå âñòðå÷è ýòèõ ðàçëîæåíèé ïðîèñõîäèò ñîêðàùåíèå ïðîìåæó-
òî÷íûõ áåçóòèàíîâ èëè âðîíñêèàíîâ è îñòàþòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå
âèäà (1− (xy)−1)Pk(x)Pk(y) èëè (1− x
−2)P 2k (x).
Ïðåäëîæåíèå 2. 1) Äëÿ −1 6 i, j 6 n èìååì ñëåäóþùèå ðàâåí-
ñòâà äëÿ ðÿäîâ Ïóàíêàðå ãðóïïû Êëåéíà, ñîîòâåòñòâóþùåé ëþ-
áîé èç àèííûõ äèàãðàìì Äûíêèíà A˜n, D˜n, E˜6, E˜7, E˜8,
Pi(q)
Pj(q)
=
Zi(q)
Zj(q)
=
Hi0(z)
Hj0(z)
, (17)
â ÷àñòíîñòè, äëÿ i > 0
Pi(q) =
Hi0(z)
qH−10(z)
.
Ìíîãî÷ëåíû Hi0(z) âûðàæåíû ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû Êîêñòåðà â Ïðè-
ìåðå 3. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ìíîãî÷ëåíû H−10(z) äëÿ äèà-
ãðàìì A˜2m  îíè ñîâïàäàþò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëå-
íàìè ãðàîâ A˜2m (ïîëàãàåì A˜0(z) = z = A1(z))
qA˜#2m(z) = q(z
2m+1 −
m∑
i=1
C i2m+1A˜
#
2m−2i(z)− 2) = q
−2m(q2m+1 − 1)2.
Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Hi0(z), îòâå÷àþùèõ êàæäîé âåòâè â äèàãðàììàõ
D˜n, E˜6, E˜7, E˜8, ñïðàâåäëèâû îðìóëû èç ïðèìåðà 2.
2) Äëÿ 1 6 i 6 n
P 2i (q) =
1
qH−10(z)
∣∣∣∣P0(q) Ti(q)q−1 T˜i(q)
∣∣∣∣ ,
ãäå Ti(q)(T˜i(q))  ìíîãî÷ëåí Êîêñòåðà äèàãðàììû, ïîëó÷åííîé óäà-
ëåíèåì âåðøèíû i èç ñîîòâåòñòâóþùåé åâêëèäîâîé (àèííîé)
äèàãðàììû Äûíêèíà.
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3) Äëÿ 0 6 i 6 n èìååì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ àèííûõ
äèàãðàìì Äûíêèíà D˜n, E˜6, E˜7, E˜8
Bez(Pi→(q), Pi(q)) = (1− (xy)
−1)
∑
k∈Qi
Pk(x)Pk(y),
Wr(Pi→(q), Pi(q)) = (1− x
−2)
∑
k∈Qi
P 2k (x),
â ÷àñòíîñòè,
Bez(q−1, P0(q)) = (1− (xy)
−1)
∑
k>0
Pk(x)Pk(y), (18)
Wr(q−1, P0(q)) = (1− x
−2)
∑
k>0
P 2k (x), (19)
Äëÿ àèííîé äèàãðàììû Äûíêèíà A˜n ñïðàâåäëèâû îðìóëû (18)
è (19). Àíàëîãàìè îñòàëüíûõ îðìóë ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðà-
âåíñòâà, èìåþùèå ìåñòî ïðè 1 6 i 6 j 6 n (ïîëàãàåì, ÷òî
Pn+1(q) = P0(q)),
Bez(Pi−1(q), Pi(q))+Bez(Pj(q), Pj+1(q)) = (1−(xy)
−1)
j∑
k=i
Pk(x)Pk(y),
(20)
Wr(Pi−1(q), Pi(q)) +Wr(Pj(q), Pj+1(q)) = (1− x
−2)
j∑
k=i
P 2k (x), (21)
Òàêèå æå îðìóëû ñïðàâåäëèâû, åñëè çàìåíèòü âñå Pi(q) íà Zi(q)
è q−1 íà q−1(1 − qa)(1 − qb). Èìåþò ìåñòî ìàòðè÷íûå âàðèàíòû
âñåõ ýòèõ òîæäåñòâ, âûòåêàþùèå èç îðìóë (11) è (12).
4) Äëÿ 0 6 i 6 n
qPi(q) =
∑
06k
dki0z
−k−1.
Èç îðìóëû (17) âûòåêàåò, ÷òî öåïíûå äðîáè èç Ïðèìåðîâ 1 è
4 ðàâíû qP0(q) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé àèííîé äèàãðàììû Äûí-
êèíà. Òå æå îðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè èñïîëüçîâàòü â èí-
äóêòèâíîé ïðîöåäóðå ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü íå îðìóëó äî-
ïîëíåíèÿ ïî Øóðó, à óðàâíåíèÿ ëþáîé èç ñèñòåì (14)-(16). Ïðè
ýòîì äëÿ àèííîé äèàãðàììû Äûíêèíà A˜n ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷-
íàÿ âåòâÿùàÿñÿ öåïíàÿ äðîáü. ×òîáû ïîëó÷èòü öåïíóþ äðîáü èç
Ïðèìåðà 4, íóæíî îñòàíîâèòü èíäóêòèâíóþ ïðîöåäóðó íà [n/2]-
ì øàãå. Íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî ïðîìåæóòî÷íîãî øàãà â èíäóêòèâíîé
ïðîöåäóðå ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü äëÿ qP0(q) = P0(q)/P−1(q),
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ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ äëÿ âñåõ îòíîøåíèé Pi→(q)/Pi(q). Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, öåïíûå äðîáè äëÿ îòíîøåíèé Pi→(q)/Pi(q) ÿâëÿþòñÿ
÷àñòÿìè öåïíîé äðîáè äëÿ îòíîøåíèÿ P0(q)/P−1(q). Àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ òîæäåñòâ Êðèñòîåëÿ-Äàðáó.
Ïðèìåð 5. Èñïîëüóÿ îðìóëó (17) è Ïðèìåð 3, ïðèâåä¼ì äëÿ
àèííûõ äèàãðàìì Äûíêèíà D˜n, E˜6, E˜7, E˜8 ñïèñêè îòíîøåíèé
ðÿäîâ Ïóàíêàðå Pj→(q)/Pj(q), j > 0. Íåêîòîðûå èç ýòèõ îòíîøå-
íèé â ï. 4 áóäóò âûðàæåíû ÷åðåç èíâàðèàíòû Ìèëíîðà ñòðèíã-
çàöåïëåíèé.
D˜n :
Dn(q)
D˜n(q)
,
A1(q)Dn−2(q)
Dn(q)
,
Dn−3(q)
Dn−2(q)
, . . . ,
D4(q)
D5(q)
,
A3(q)
D4(q)
,
A21(q)
A3(q)
,
1
A1(q)
,
1
A1(q)
,
1
A1(q)
E˜6 :
E6(q)
E˜6(q)
,
A5(q)
E6(q)
,
A22(q)
A5(q)
,
A1(q)
A2(q)
,
A1(q)
A2(q)
,
1
A1(q)
,
1
A1(q)
E˜7 :
E7(q)
E˜7(q)
,
D6(q)
E7(q)
,
A5(q)
D6(q)
,
A1(q)A3(q)
A5(q)
,
A2(q)
A3(q)
,
A1(q)
A2(q)
,
1
A1(q)
,
1
A1(q)
E˜8 :
E8(q)
E˜8(q)
,
E7(q)
E8(q)
,
E6(q)
E7(q)
,
D5(q)
E6(q)
,
A4(q)
D5(q)
,
A1(q)A2(q)
A4(q)
,
A1(q)
A2(q)
,
1
A1(q)
,
1
A1(q)
4. ÿäû Ïóàíêàðå è ïåðåñòðîéêè çàöåïëåíèé
Ñòðèíã-çàöåïëåíèåì S íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé è íå èìåþ-
ùèé îñîáåííîñòåé íàáîð èç n êðèâûõ si â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
äèñêà D2 íà îòðåçîê I = [−1, 1], ïðè÷¼ì, êðèâûå ñîåäèíÿþò òî÷-
êè (p1,−1), . . . , (pn,−1) ñ òî÷êàìè (p1, 1), . . . , (pn, 1), ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ñîåäèíÿÿ äëÿ êàæäîãî i òî÷êó (pi,−1) ñ òî÷êîé (pi, 1) êðè-
âîé, èäóùåé ïî ãðàíèöå öèëèíäðà D2 × I, ìû ïîëó÷èì çàöåïëåíèå
èç n êîìïîíåíò s˜i. Íàçîâ¼ì ýòî çàöåïëåíèå âåðòèêàëüíûì çàìû-
êàíèåì ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ S. îðèçîíòàëüíûì çàìûêàíèåì äâóõ-
êîìïîíåíòíîãî ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ íàçîâ¼ì óçåë, ïîëó÷åííûé ñî-
åäèíåíèåì òî÷åê (p1, j) è (p2, j), j = −1, 1. Ñîðìóëèðóåì òåîðå-
ìó Ëåâèíà [19℄ äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ  íàì
ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H è
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V ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå çàìûêàíèÿ äâóõêîìïîíåíòíî-
ãî ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ S. Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ
Àëåêñàíäåðà-Êîíâåÿ AH(q) è AV (q) èìååò ìåñòî îðìóëà
AV (q)
AH(q)
= (u+ 1)1/2
∑
06k
(
∑
i1,...,ik
µi1,...,ik,1,1(S))u
k+1,
ãäå µi1,...,im)(S)  èíâàðèàíòû Ìèëíîðà ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ S, q −
q−1 = u/(u+1)1/2. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà âûðàæàåòñÿ òàêæå
÷åðåç èíäåêñ çàöåïëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì öèêëè÷åñêîì íàêðûòèè
óçëà [30℄.
Ïðèâåä¼ì êðàòêîå îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ Ìèëíîðà ñòðèíã-
çàöåïëåíèÿ (ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [19℄). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
pi óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ïðîñòðàíñòâà (D2 × I) \ S. åàëèçó-
åì ñâîáîäíóþ ãðóïïó Fn ñ îáðàçóþùèìè x1, . . . , xn êàê óíäàìåí-
òàëüíóþ ãðóïïó ïðîñòðàíñòâà (D2 × 0) \ {p1, . . . , pn}, ïðè÷¼ì òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ âñåõ i èíäåêñ çàöåïëåíèÿ ïåòëè xi è íèòè si
ðàâåí 1. Â. Ìàãíóñ îïðåäåëèë âëîæåíèå íèëüïîòåíòíîãî ïîïîëíå-
íèÿ ãðóïïû Fn â êîëüöî ðÿäîâ îò n íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ
Z[[u1, . . . , un]] (îáðàçóþùåé xi îòâå÷àåò ðÿä 1 + ui). Äëÿ êàæäîãî k
èçîìîðíû àêòîðãðóïïû ãðóïï Fn è pi ïî k-ì ÷ëåíàì èõ íèæíèõ
öåíòðàëüíûõ ðÿäîâ. Ïîýòîìó âëîæåíèå Ìàãíóñà îïðåäåëÿåò âëî-
æåíèå íèëüïîòåíòíîãî ïîïîëíåíèÿ ãðóïïû pi â Z[[u1, . . . , un]]. Äëÿ
êàæäîãî i ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíò óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ïåòëÿ êîòîðîãî èä¼ò ïàðàëëåëüíî êîìïîíåíòå s˜i
è å¼ èíäåêñ çàöåïëåíèÿ ñ ñóììîé âñåõ s˜j ðàâåí 0. Êîýèöèåíòû
îáðàçîâ ýòèõ ýëåìåíòîâ â Z[[u1, . . . , un]]
1 +
∑
i1,...,ir
µi1,...,ir,i(S)ui1 . . . uir , 1 6 i 6 n,
è íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè Ìèëíîðà ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî äèñêà D20 ⊂ D
2
ïåðåñå÷åíèå
çàöåïëåíèÿ M ⊂ D2 × I ñ öèëèíäðîì D20 × I ñîâïàäàåò ñ äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè õîðäàìè â D20 × 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N çàöåïëåíèå,
ïîëó÷åííîå èç M ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàçðåæåì õîðäû ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé ïëîñêîñòüþ (ðèñ. 1b) è ñêëåèì êîìïîíåíòû ñ îäíîé è ñ
äðóãîé ñòîðîí ðàçðåçà. Òàêæå ìû ìîæåì ïðèêëåèòü êîìïîíåíòû ê
âåðõíåìó è íèæíåìó îñíîâàíèÿì öèëèíäðà D20 êàê íà ðèñ. 1a èëè
êàê íà ðèñ. 1c. Â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àòñÿ ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ
â ñìûñëå íàøåãî îïðåäåëåíèÿ (îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç M1 è M2):
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1) M ÿâëÿåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûì çàöåïëåíèåì, õîðäû â äèñ-
êå D20 × 0 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì è ïðèêëåèâàíèå ïðî-
èñõîäèò êàê íà ðèñ. 1a (î÷åâèäíî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíîå çàìûêàíèå
ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ M1 ãîìîòîïíî N);
2) M ÿâëÿåòñÿ óçëîì (îäíîêîìïîíåíòíûì çàöåïëåíèåì) è ïðè-
êëåèâàíèå ïðîèñõîäèò êàê íà ðèñ. 1c (î÷åâèäíî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíîå
çàìûêàíèå ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ M2 ãîìîòîïíî M).
1a
✛ ✲
1b 1
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W îáðàç èììåðñèè íàáîðà îòðåçêîâ è îêðóæ-
íîñòåé â äèñê D2, ïðè÷¼ì, â êà÷åñòâå îñîáåííîñòåé äîïóñêàþòñÿ
òîëüêî äâîéíûå òðàíñâåðñàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå è ñ ãðà-
íèöåé äèñêà. Í. À'Êàìïî ñîïîñòàâèë êðèâîé W çàöåïëåíèå. Êîí-
ñòðóêöèÿ Í. À'Êàìïî ïîíàäîáèòñÿ íàì â âàðèàíòå [11℄, òî÷íåå, íàì
äîñòàòî÷íî áóäåò çíàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå êðèâîé çàöåïëåíèå
ðåàëèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè äèñêàD2×0 â öèëèíäðåD2×I êàê ãðàíè-
öà èäóùåé âäîëü êðèâîé ëåíòû ñ íåêîòîðûìè ïåðåêðóòêàìè âäàëè
îò äâîéíûõ òî÷åê è óêàçàíèåì â îêðåñòíîñòè äâîéíîé òî÷êè êàêàÿ
êîìïîíåíòà ãðàíèöû ëåíòû ïðîõîäèò âûøå è êàêàÿ íèæå. Â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ ãðàíèöåé êðóãà êîíöû ãðàíèöû
ëåíòû ñêëåèâàþòñÿ. Kàæäûé îáðàç îòðåçêà äà¼ò îäíó êîìïîíåíòó
â çàöåïëåíèè, à êàæäûé îáðàç îêðóæíîñòè  äâå êîìïîíåíòû. Â
îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè w êðèâîé W ìû ìîæåì ïðîäåîðìè-
ðîâàòü ëåíòó â ÷àñòü ïëîñêîñòè äèñêà D2×0 è ïîëó÷èòü ñèòóàöèþ,
îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Áîëåå òîãî, åñëè òî÷êó w ìîæ-
íî ñîåäèíèòü ñ ãðàíèöåé äèñêà D2 × 0 êðèâîé cw, ïåðåñåêàþùåé
êðèâóþ W òîëüêî â òî÷êå w (íàçîâ¼ì òàêóþ òî÷êó âíåøíåé), òî â
ñëó÷àå 1) âåðòèêàëüíîå çàìûêàíèå ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ M1 ãîìîòîï-
íîM , à â ñëó÷àå 2) âåðòèêàëüíîå çàìûêàíèå ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ M2
ãîìîòîïíîN . Åñëè ìû ðàçðåçàåì êðèâóþW âî âíåøíåé òî÷êå w, òî
êîíöû ðàçðåçà ìîæíî ñîåäèíèòü ñ ãðàíèöåé äèñêà D2×0 êðèâûìè,
êîòîðûå ïàðàëëåëüíû êðèâîé cw. Íîâîé êðèâîé, ïîëó÷åííîé òàêèì
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ñïîñîáîì èç êðèâîéW , êîíñòðóêöèÿ Í. À'Êàìïî ñîïîñòàâèò çàöåï-
ëåíèå, êîòîðîå ãîìîòîïíî çàöåïëåíèþ N . Íà ðèñ. 1 äëÿ âíåøíåé
òî÷êè ðàçðåçà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü êðèâîé íàõîäèò-
ñÿ ïåðåä ïëîñêîñòüþ ñòðàíèöû (â ïåðïåíäèêóëÿðíîì åé äèñêå D2),
à êðèâàÿ cw íàõîäèòñÿ çà ïëîñêîñòüþ ñòðàíèöû è òàì æå ïðîèñõî-
äèò âåðòèêàëüíîå çàìûêàíèå. Èç òåîðåìû Ëåâèíà âûòåêàåò
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà ðàçðåçà w ∈ W ÿâëÿ-
åòñÿ âíåøíåé. Åñëè êðèâàÿ W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëó÷àÿ 1),
òî
AM (q)
AN (q)
= (u+ 1)1/2
∑
06k
(
∑
i1,...,ik
µi1,...,ik,1,1(M1))u
k+1.
Åñëè êðèâàÿ W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëó÷àÿ 2), òî
AN (q)
AM (q)
= (u+ 1)1/2
∑
06k
(
∑
i1,...,ik
µi1,...,ik,1,1(M2))u
k+1.
Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Êîêñòåðà âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç èíâàðèàíòû Ìèëíîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðèíã-
çàöåïëåíèé (íà äèàãðàììàõ îáîçíà÷åíà òî÷êà ðàçðåçà w):
A2n+1(q)
A2n(q)
. . . ✉
A2n+1(q)
A2n+2(q)
. . . ✉
E˜6(q)
E6(q)
✉
D7(q)
E8(q)
✉
D5(q)
E6(q)
✉
E7(q)
E8(q)
✉
Ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ñïèñêà ñî ñïèñêîì Ïðèìåðà 5 äà¼ò îòíîøå-
íèÿ ðÿäîâ Ïóàíêàðå (èëè îáðàòíûå ê íèì), êîòîðûå âûðàæàþòñÿ
÷åðåç èíâàðèàíòû Ìèëíîðà ñòðèíã-çàöåïëåíèé.
Äâà âîçìîæíûõ ñãëàæèâàíèÿ êðèâîé W â òî÷êå äâîéíîãî ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïåðåñòðîéêîé çàöåïëåíèÿ: ðàçðå-
çàåì ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé òî÷êå äâà ó÷àñòêà ëåíòû è çàòåì ñêëå-
èâàÿ íóæíûì îáðàçîì îáðàçîâàâøèåñÿ êîíöû ãðàíèöû ëåíòû. Äî-
ïóñêàÿ êðèâûåW , â êîòîðûõ îáðàçû ãðàíèö îòðåçêîâ ìîãóò ëåæàòü
âíóòðè äèñêàD2×0 [8℄, ìû ìîæåì òàêæå ðåàëèçîâàòü ïåðåñòðîéêîé
çàöåïëåíèÿ ðàçðåçàíèå êðèâîé W â ëþáîé òî÷êå.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëåâèíà ê êîíñòðóêöèè
Å. Õèðîíàêè [12℄, ñîïîñòàâëÿþùåé çàöåïëåíèå óïîðÿäî÷åííîìó íà-
áîðó õîðä â äèñêå. Çàöåïëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ïîâåðõíîñòè, ïî-
ëó÷åííîé ïðèêëåèâàåì ïåðåêðó÷åííîé ëåíòû ê êîíöàì êàæäîé õîð-
äû (ýòà îïåðàöèÿ èçâåñòíà êàê ïëþìáèíã Õîïà è ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé îïåðàöèè  ñóììû Ìóðàñóãè). Ïîðÿäîê
íà õîðäàõ îïðåäåëÿåò, êàêàÿ èç äâóõ ëåíò ðàñïîëîæåíà âûøå. Ìû
ìîæåì ðàçðåçàòü ëþáóþ ëåíòó è ïî îáå ñòîðîíû ðàçðåçà ñêëåèòü
êîíöû ãðàíèöû (àíàëîã çàöåïëåíèÿ N). Äëÿ íàáîðà õîðä ýòà îïåðà-
öèÿ ñîîòâåòñòâóåò óäàëåíèþ õîðäû, îòâå÷àþùåé ðàçðåçàííîé ëåí-
òå. Ñãëàæèâàíèþ íàáîðà õîðä â äâîéíîé òî÷êå òàêæå ñîîòâåòñòâó-
åò ðàçðåçàíèå è ïåðåêëåéêà äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåíò. Äèàãðàì-
ìà Äûíêèíà íàáîðà õîðä ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàîì ïåðåñå÷åíèé íàáîðà:
âåðøèíû äèàãðàììû îòâå÷àþò õîðäàì, ð¼áðà  òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ
õîðä. Ëþáîå äåðåâî, â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ èç åâêëèäîâûõ è àèí-
íûõ äèàãðàìì Äûíêèíà èç Ïðåäëîæåíèÿ 3, ðåàëèçóåìî íàáîðîì
õîðä [12℄.
Ïðèìåð 6. àññìîòðèì â êà÷åñòâå êðèâîé W îêðóæíîñòü áåç
äâîéíûõ òî÷åê. Êîíñòðóêöèÿ À'Êàìïî ñîïîñòàâïÿåò åé çàöåïëåíèå
Õîïà (äâà òðèâèàëüíûõ óçëà, çàöåïëåííûõ ïðîñòåéøèì ñïîñî-
áîì), ìíîãî÷ëåí Àëåêñàíäåðà êîòîðîãî ðàâåí q−1 − q. àçðåçàííîé
îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíûé óçåë, êîòîðûé ñîâïàäàåò
ñ ãîðèçîíòàëüíûì çàìûêàíèåì ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç
çàöåïëåíèÿ Õîïà ïî ñõåìå ðèñ. 1a. Èíâàðèàíòû Ìèëíîðà ýòîãî
ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ ðàâíû (ïðèìåð 8 â [10℄) µi1,...,ik,1,1) = (−1)
k+1
,
åñëè i1 = · · · = ik = 1, è ðàâíû 0 â äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Ïðèõîäèì ê
î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó
q−1 − q = −u(u+ 1)1/2(1− u+ u2 − u3 + . . . ).
Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îñîáåííîñòåé ïåðåñòðàèâàåòñÿ çàöåïëåíèå
îñîáåííîñòè A1 : x
2 + y2 = 0 â (òðèâèàëüíûé) óçåë íåîñîáîé òî÷êè.
Òîé æå îñîáåííîñòè â äðóãèõ êîîðäèíàòàõ A1 : x
2 − y2 = 0 ñîîò-
âåòñòâóåò êðèâàÿ W , ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ.
Ñãëàæèâàíèå ýòîé êðèâîé â äâîéíîé òî÷êå ðåàëèçóåò ïåðåñòðîé-
êó çàöåïëåíèÿ Õîïà â äâà òðèâèàëüíûõ óçëà. Ìîæíî òàêæå èñ-
õîäèòü èç êîíñòðóêöèè Å. Õèðîíàêè, ñîïîñòàâëÿþùåé íàáîðó èç
îäíîé õîðäû çàöåïëåíèå Õîïà. Óäàëåíèå õîðäû ðåàëèçóåò ïåðå-
ñòðîéêó çàöåïëåíèÿ Õîïà â òðèâèàëüíûé óçåë.
Ïðèìåð 7. Îñîáåííîñòè A2 : x
2− y3 = 0 îòâå÷àåò êðèâàÿ W , ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ îáðàçîì îòðåçêà è èìåþùàÿ îäíó äâîéíóþ òî÷êó. àç-
ðåçàíèå ýòîé êðèâîé â íåîñîáîé òî÷êå íà ïåòëå ðåàëèçóþò ïåðå-
ñòðîéêó óçëà ýòîé îñîáåííîñòè (òðèëèñòíèêà) â óçåë îñîáåííîñòè
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A1 (çàöåïëåíèå Õîïà). Äâà ñãëàæèâàíèÿ êðèâîéW â äâîéíîé òî÷-
êå ðåàëèçóþò ïåðåñòðîéêó òðèëèñòíèêà â òðèâèàëüíûé óçåë èëè â
îáúåäèíåíèå òðèâèàëüíîãî óçëà è çàöåïëåíèÿ Õîïà. Êîíñòðóêöèÿ
Å. Õèðîíàêè ñîïîñòàâëÿåò òðèëèñòíèê ïàðå ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä.
Óäàëåíèå õîðäû ðåàëèçóåò ïåðåñòðîéêó òðèëèñòíèêà â çàöåïëåíèå
Õîïà.
Ïðèìåð 8. Ïî êðèâîé W îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììà Äûíêèíà [2℄,
äëÿ êîòîðîé ìàòðèöà qS+q−1St èìååò âèä (ìû îáîçíà÷àåì åäèíè÷-
íûå ìàòðèöû ðàçíûõ ðàçìåðîâ îäèíàêîâî)

 zE −qA qC−q−1At zE −qB
q−1Ct −q−1Bt zE

 ,
ãäå A, B, C  öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè. Â ñëó÷àå îñîáåííîñòåé ïëîñêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé
óðîâíÿ âåùåñòâåííîé óíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, âåðøèíû äèà-
ãðàììû Äûíêèíà ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìàì, ìèíèìóìàì è ñ¼ä-
ëàì ýòîé óíêöèè è ìàòðèöû A, B, C îïðåäåëÿþòñÿ ïî âçàèìíîìó
ðàñïîëîæåíèþ ìàêñèìóìîâ, ìèíèìóìîâ è ñ¼äåë. Âåñà ð¼áåð äèà-
ãðàììû Äûíêèíà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì óñåéí-Çàäå, èç-
âëåêàåìûì èç ãåîìåòðèè ïëîñêîé êðèâîé. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî
ñîáðàòü â ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî AB = 2C. àçðåçàíèå êðèâîé W
âî âíåøíåé òî÷êå îòâå÷àåò âûáðàñûâàíèþ âåðøèíû èç äèàãðàì-
ìû Äûíêèíà è âû÷¼ðêèâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêè è ñòîëáöà
â ìàòðèöå qS+ q−1St. Ïîýòîìó îðìóëà äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó äà¼ò
îðìóëó àêòîðèçàöèè  ñâÿçûâàåò ìíîãî÷ëåíû Êîêñòåðà èñõîä-
íîé êðèâîé è êðèâîé ñ ðàçðåçîì. Àíàëîãè÷íûé àêò èìååò ìåñòî
äëÿ íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçðåçîâ (òî÷êà ìîæåò íå áûòü
âíåøíåé äëÿ èñõîäíîé êðèâîé, íî ñòàòü òàêîé ïîñëå íåñêîëüêèõ
ðàçðåçîâ). Ïðèâåä¼ì ïðèìåð òàêîé àêòîðèçàöèè. Ñóùåñòâóþò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçðåçîâ, ïðèâîäÿùèå ê ñëåäóþùèì ìàòðèöàì
(
zE −qA
−q−1At zE
)
,
(
zE −qB
−q−1Bt zE
)
.
Ïðèìåíÿÿ îðìóëó äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèÿ óñåéí-Çàäå, ïîëó÷èì (÷åðåç d îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî òðàíñ-
âåðñàëüíûõ ñàìîïåðåñå÷åíèé êðèâîé)
G(q)
|zE − z−1AAt||zE − z−1BtB|
= zd|E−(4z−2−1)Ct(zE−z−1AAt)−1C(zE−z−1BtB)−1|.
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Èíòåðåñíî áûëî áû âûðàçèòü ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ÷åðåç
èíâàðèàíòû Ìèëíîðà [19℄, q-èíäåêñ çàöåïëåíèÿ [30℄ è ïðåäñòàâëå-
íèå Áóðàó äëÿ ñòðèíã-çàöåïëåíèé [14℄.
Ïî ðàçðåçàííîìó çàöåïëåíèþ M (ðèñ. 1b, ðèñ. 2b) ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ äðóãèì ñïîñîáîì:
2a
✛ ✲
2b 2
Ñòðèíã-çàöåïëåíèå íà ðèñ. 2a ïîëó÷åíî èç ñòðèíã-çàöåïëåíèÿ íà
ðèñ. 2c óìíîæåíèåì íà ñòàíäàðòíóþ îáðàçóþùóþ ãðóïïû êîñ. Åñëè
çàöåïëåíèå M ïîñòðîåíî ïî ïëîñêîé êðèâîé W è ðàçðåç ñîîòâåò-
ñòâóåò âíåøíåé òî÷êå êðèâîé, òî âåðòèêàëüíîå çàìûêàíèå ñòðèíã-
çàöåïëåíèÿ íà ðèñ. 2a (2c) ãîìîòîïíî M (N). Ïîýòîìó îðìóëà (1)
âûðàæàåò îòíîøåíèå AN(q)/AM(q) ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó. Äëÿ
ðàçðåçàííîé ëåíòû â êîíñòðóêöèè Å. Õèðîíàêè âñ¼ àíàëîãè÷íî.
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